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帮学堂配套电子讲义——线性代数 

  

课程配套讲义是学习的必备资源，帮帮为大家精心整理了高质量的配套讲义，确保同学

们学习的方便不高效。该讲义是帮帮结合大纲考点及考研辅导名师多年辅导经验的基础上科

学整理的。内容涵盖考研的核心考点、复习重点、难点。结构明了、脉络清晰，幵针对丌同

考点、重点、难点做了丌同颜色及字体的标注，以便同学们复习时可以快速投入、高效提升。 

除课程配套讲义外，帮帮还从学习最贴切的需求出发，为大家提供以下服务，打造最科

学、最高效、最自由的学习平台： 

服务项目 服务内容 

名师高清视频课 零距离跟名师学习，精讲考点，突出重点，拿下难点，掌握方法 

习题+月考+模考 精选配套习题，灵活自测，查缺补漏，时时提升 

真题视频解析 精选整理了近十几年的真题+答案，视频详解近五年真题 

复习规划指导 名师零距离直播/录播指导全程考研复习规划 

24 小时内答疑 24 小时内详尽解答您复习中的疑点难点，确保学习无阻碍 

把青春托付给值得信任的平台！ 

祝：复习愉快，天天高效，考研成功！ 

PS:讲义中的丌足之处，欢迎各位研研批评指正，我们将竭尽所能追求更好！ 
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第一章 行列式 

题型一 数字行列式的计算 

方法点拨：利用性质化简，转化为利用重要行列式和展开定理进行计算 

【例】计算行列式 

1

2

3

1 1 1

1 0 0

1 0 0

1 0 0 n

x

x

D x

x









   



 

其中
0( 2, , )ix i n  

. 

【答案】 2 1

2

1
...

n

n

i i

x x x
x

 
 

 
  

【例】计算行列式 

nxaaa

axaa

aaxa

D

















2

1

. 

【答案】 1
2 1

2

...


 
  

 


n

n

i i

ax
x x a x

x
 

【例】计算行列式 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

a b a a a

a a b a a
D

a a a b a

a a a a b









 

【答案】
4

3

1

i

i

b b a
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【例】计算行列式 

1 2 3 4

0 0

0 0

0 0

a x a a a

x x
D

x x

x x









 

【答案】
4

3

1

i

i

x x a


 
 

 
  

【例】（2015，1） n 阶行列式

2 0 0 2

1 2 0 2

0 0 2 2

0 0 1 2











    





___________. 

【答案】 12 2n   

【例】计算三对角线行列式 

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

nD

  

   

  

  

  


















     





 

【答案】 1 1

( 1) ,      

,  

n

n n
n

n

D

  

 
 

 

 

  


  




 

【例】计算三对角线行列式 

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 1

  

  

  

  

 

















      




 

【答案】 1 1

( 1) ,      

,  

n

n n
n

n

D
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例如 6 6

5 3 5 6

2 5 3 1 5 6

3 2 6652 5 3 1 5 6

2 5 3 1 5 6

2 5 1 5

 = =  

题型二 抽象行列式的计算 

方法点拨：化简抽象行列式，转化为行列式公式，进行计算. 

知识回顾——行列式公式： 

1) | | | |nkA k A  

2) | | | || |AB A B  

3) | | | |TA A  

4) 
1 1| | | |A A   

5) 
* 1| | | |nA A   

6) 若 A 的特征值为
1, , n   ，则

1

| |
n

i

i

A 


 。 

7) 若 A 与 B 相似，则 | | | |A B 。 

 

【例】（2004，1，2，3）设矩阵

2 1 0

1 2 0

0 0 1

A

 
 

  
 
 

，矩阵 B 满足 EBAABA  ** 2 ，则 B . 

【答案】 .
9

1
B  

【例】（2005，1，2）设
321 ,,  均为 3 维列向量，记 

),,( 321 A ， )93,42,( 321321321  B  

如果 1A ，那么 B . 

【答案】2 
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题型三 代数余子式求和 

方法点拨：利用展开定理计算 

知识点回顾——展开定理 

1 1 2 2

,

0,

 
    


i j i j in jn

A i j
a A a A a A

i j
 

【例】设行列式 

1 1 1

0 2 2

0 0

nD

n







   



 

求（1）A 的所有代数余子式之和； 

（2）
11 12 12 nA A nA   . 

【答案】（1） !n （2） !n  
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第二章 矩阵 

题型一 求高次幂 

方法点拨： 

（1）若 ( ) 1r A ，即  TA  ，则 1( ) n T nA A   

（2）A 为三阶矩阵，若  A E B，

0

0 0

0 0 0

 
 

  
 
 

a c

B b ，则 1 2 2( )    n n

n nA E B E C B C B  

（3）若
0

0

 
   
 

B
A

C
，则

0

0

 
   
 

n

n

n

B
A

C
 

（4）A 可相似对角化，即 1 , P AP 则 1 n nA P P  

【例】已知

1 2 3

2 4 6

3 6 9

A

 
 

  
 
 

，则 nA . 

【答案】
1

1 2 3

14 2 4 6

3 6 9



 
 
 
 
 

n
 

【例】若



















100

410

321

A ，则 nA . 

【答案】

21 2 4

0 1 4 .

0 0 1

n n n

n

 
 

  
 
 

 

 

【例】若

2 0 0

3 2 0

4 1 2

A

 
 

  
 
 

，则 nA . 
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【答案】

 

1

2 2 1

2 0 0

3 2 2 0

8 3 2 2 2

n

n n n

n n n

n

A n

n C n



 

 
 

  
 
 
 

 

 

【例】若

3 1 0 0 0

0 3 1 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 3 1

0 0 0 9 3

A

 
 
 
 
 

 
  

，则 nA . 

 

【答案】

1 2 2

1

1 1

1 1

3 3 3 0 0

0 3 3 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 6 3 6

0 0 0 9 6 3 6

n n n

n

n n

n n

n n

n n

n C

n

A

 



 

 

 
 
 
 
 

 
  







 

 

【例】设 3 阶方阵 A 满足 , 1,2,3i iA i i   ，其中
1 (1,2,2)T  ，

2 (2, 2,1)T   ， 

3 ( 2, 1,2)T    ，求 nA . 

【答案】 

2 2 1

2 2 1

1 1

1 2 4 3 2 2 2 3 2 2 4 3
1

2 2 2 3 4 2 3 4 2 2 3
9

2 2 4 3 4 2 2 3 4 2 4 3

  

  

 

         
 

         
          

n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

A  

 

题型二 逆的判定与求法  

方法点拨： 

（1）逆的判定方法： 

（I）定义法， 

（II）可逆的充要条件 

n 阶方阵 A 可逆  存在 n 阶方阵 B，有 AB=BA=E 

                0A   

               ( )r A n  

              
1 2 ,sA PP P  其中

iP 是初等矩阵 
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                A 的列（行）向量组线性无关 

                齐次方程组 Ax=0 只有零解 

               ,b 非齐次方程组 Ax=b 总有唯一解 

                A 的所有特征值全不为 0 

（2）逆的求法 

（I）A 为抽象矩阵：由定义或性质求 

（II）A 为数字矩阵： ）（
行

1)(  AEEA    

 

【例】设 n 阶矩阵 A ， B ，C 满足关系式 ABC E ，则【】 

（A） ACB E （B）CBA E （C） BAC E （D） BCA E  

 

【答案】D 

【例】设 A 为 n 阶矩阵，且 AA 22  ，下列结论中不正确的是【】 

（A） A 可逆（B） A E 可逆（C） +A E 可逆（D） 3A E 可逆 

【答案】A 

【例】设 A ， B 为n 阶矩阵，且 AB A B  ，证明 AB BA . 

【例】设 A 为 n 阶方阵且满足条件 2 6 0A A E   ，求 1A ， 1( )A E  ， 1( 4 )A E  . 

【答案】  1 1

6
A A E    ,  

1 1

6
A E A


   ,    

1 1
4 3

6
A E A E


     

【例】（2015，2，3）设矩阵

1 0

1 1

0 1

a

A a

a

 
 

  
 
 

， 3A O ， 

（1）求a 的值； 

（2）若矩阵 X 满足 2 2X XA AX AXA E    ，求 X . 

【答案】（I）a=0 

(II)

1
0 1 1 3 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 1 1

X


    

   
      
          

题型三 秩的证明与计算 

方法点拨： 

（1）A 为抽象矩阵，由秩的定义或性质证明计算 
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（2）A 为数字矩阵，A 应用初等行变换，转化为阶梯型矩阵，则 r(A)=非零行的行数 

【例】设 A 为 5 阶方阵， 2A O ， ( ) 1r A  ，则 ( ) __________.r A 
 

【答案】2 

【例】设 A 为 n 阶方阵，证明 

（1）若 AA 2 ，则 ( ) ( )r A r A E n   ； 

（2）若 2A E ，则 ( ) ( )r A E r A E n    . 

【例】设 ,A B均为 n 阶方阵， 2A AB E  ，则 ( 2 ) __________.r AB BA A  
 

【答案】n 

【例】3 阶矩阵 ,A B满足 2 2A AB E  ，

1 2 0

0 3

0 0 4

B a

 
 

  
 
 

，则 

( 2 3 ) __________.r AB BA A  
 

【答案】2 

 

题型四 关于伴随矩阵 

方法点拨： 

（一）掌握伴随的定义 

设 A 是 n 阶矩阵，则

11 21 1

12 22 2*

1 2

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
 





   



 

 

（二）掌握伴随的性质 

（1）设 A 是 n 阶方阵，A* 是 A 的伴随矩阵，则 

EAAAAA ||**   

（2）  2;|| 1*   nAA n
 

（3）   AAA
n 2** 

  

（4）    ** TT
AA  ； 
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（5）

















1)(,0

1)(,1

)(,

)( *

nAr

nAr

nArn

Ar

若

若

若

 

（6）若 A 可逆，则       1**11*1* ,,
1 

 AAAAAA
A

A  

（7） * 1 *( ) nkA k A  

（8） * * *( )AB B A  

【例】（2003）设矩阵

a b b

A b a b

b b a

 
 

  
 
 

，若 *( ) 1r A  ，则【】 

（A）a b 或 2 0a b  .     （B）a b 或 2 0a b  . 

（C）a b 且 2 0a b  .      （D）a b 且 2 0a b   

【答案】C 

【例】设 A 为 ( 3)n n  阶非零矩阵，
ijA 为

ija 的代数余子式，则 

（1）
*( , 1,2, , ) T T

ij ija A i j n A A AA E     
且

1A 
； 

（2）
*( , 1,2, , ) T T

ij ija A i j n A A AA E        且 1A   . 

【例】（2005）设 3 阶矩阵 A 满足 * TA A ，若
1 1 1 2 1 3, ,a a a 为三个相等的正数，则

11 __________.a 
 

【答案】
3

3
 

【例】（2013，1，2，3）设 ( ) ijA a 是 3 阶非零矩阵，若 0( , 1,2,3)  ij ija A i j ，则

A ___________. 

【答案】-1 

题型五 初等变换与初等矩阵 

方法点拨：紧抓初等变换的定义和性质 

知识回顾：初等矩阵的性质 

（i）性质 1 初等矩阵都是可逆矩阵，且其逆阵也是同类初等矩阵， 
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 -1( , ) ( , )i j i jE E ； -1 1
( ( )) ( ( ))i k i

k
 

E E ；
-1( ) ( )i j i jr kr r kr   

E E  

（ii）性质 2 用初等矩阵 P 左（右）乘 A，所得 PA（AP）就是矩阵 A 作了一次与 P 同样的

行（列）的初等变换。 

【例】（2009）设 A ， P 均为 3 阶矩阵，

1 0 0

0 1 0

0 0 2

TP AP

 
 

  
 
 

，若
1 2 3( , , )P    ，

1 2 2 3( , , )Q      ，则 _________.TQ AQ   

【答案】 

2 1 0

1 1 0

0 0 2

 
 

  
 
 

TQ AQ

 

【参考过程】 

   12 12 12 12(1) (1) (1)( ) (1)

1 1 0 1 0 0 1 0 0

          0 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 2 0 0 1

2 1 0

          1 1 0

0 0 2

TT T TQ AQ PE A PE E P AP E 

   
   

    
   
   

 
 

  
 
 

 

【例】（2005，1，2）设 A 为 )2( nn 阶可逆矩阵，交换 A 的第一行与第二行得到矩阵 B ，

则【】 

（A）交换 *A 的第一列与第二列，得 *B  

（B）交换 *A 的第一行与第二行，得 *B  

（C）交换
*A 的第一列与第二列，得

*B  

（D）交换
*A 的第一行与第二行，得

*B  

【答案】C 
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第三章 向量 

题型一 线性表示的判定与求法 

方法点拨： 

（1）线性表示的判定：应用定义及线性表示的充要条件 

非零列向量 可由
1 2, , , s   线性表示

1

2

1 2( , , , )s

s

x

x

x

   

 
 
  
 
 
 




非齐次方程 有解
1 2 1 2( , , , ) ( , , , , )s sr r          

 

（2）线性表示的求法： 

设
1 2, , , s   线性无关， 可由其线性表示

1 2( , , , ) ( )s    初等行变换行最简形 系数  

【例】（2013，1，2，3）设 A ， B ，C 均为n 阶矩阵，若 AB C ，且 B 可逆，则【】 

（A）矩阵C 的行向量组与 A 的行向量组等价 

（B）矩阵C 的列向量组与 A 的列向量组等价 

（C）矩阵C 的行向量组与 B 的行向量组等价 

（D）矩阵C 的列向量组与 B 的列向量组等价 

【答案】B 

【例】（2004）设 

1 2 3(1,2,0) , (1, 2, 3 ) , ( 1, 2, 2 ) , (1,3, 3)T T T Ta a b a b               

试讨论当 ba, 为何值时， 

（1） 不能由
1 2 3, ,   线性表示； 

（2） 可以由
1 2 3, ,   唯一地线性表示，并求出表示式； 

（3） 可以由
1 2 3, ,   线性表示，但表示式不唯一，并求出表示式.  

 

【答案】 

（1）a=0，b 为任意常数 
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（2）a 0 且 a b，
1 2

1 1
1-

a a
  

 
  
 

   

（3） a 0 且 a=b 
1 2 3

1 1
1-

a a
    

   
      
   

(其中μ 为任意常数) 

题型二 线性相关、无关的判定 

方法点拨： 

（1）利用线性相关、无关定义法 

（2）利用向量组的秩与向量组中元素个数的关系 

【例】（1998）设 A 是n 阶矩阵， 是 n 维列向量，若 1 0mA   ， 0mA   ，证明向量组

2 1, , , , mA A A    线性无关. 

【答案】略 

【例】设向量组
1 2, , , ( 2)t t    线性无关，令 

1 2 3 2 1 3 1 2 1, , ,t t t t                            

证明
1 2, , , t   线性无关. 

【答案】略 

【例】设非齐次线性方程组 bAx  对应的齐次线性方程组的基础解系为
rn ,,, 21  ，

为 bAx  的一个特解. 

证明（1）
1 2, , , , n r     线性无关； 

（2）
1 2, , , , n r          线性无关. 

【答案】略 

【例】设 4 维列向量
1 2 3, ,   线性无关，与 4 维列向量

1 2 3 4, , ,    均正交，证明

1 2 3 4, , ,    线性相关. 

【答案】略 

题型三 求极大线性无关组与向量组的秩 

方法点拨： 

（1）
1 2, , , s   为抽象的向量组，由极大线性无关组定义确定极大无关组 
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（2）
1 2, , , s   为数字型向量组，对向量组进行初等行变换得到阶梯形，则每行第一个

非零数对应的列向量构成极大无关组. 

 

【例】求向量组的极大线性无关组，并线性表示其余向量. 

1 2 3 4 5

1 1 1 4 3

1 1 3 2 1
, , , ,

2 1 3 5 5

3 1 5 7 8

    

         
         

               
         
         

         

 

【答案】
1 2 4  、 、 为极大线性无关组  , 

3 1 22 -    , 
5 1 2 3- 2 -    

 

【参考过程】 

1 2 3 4 5

1 1 1 4 3 1 0 2 0 1

1 1 3 2 1 0 1 1 0 2
( , , , , )

2 1 3 5 5 0 0 0 1 1

3 1 5 7 8 0 0 0 0 0

    

    
   

       
    
   

   

 

【例】设向量组（Ⅰ）：
1 2, , , m   ，向量组（Ⅱ）： 

1 2 3 2 1 3 1 2 1, , ,m m m m                          
 

证明 ( ) ( )r r   . 

【答案】略 

【例】（1）设 A ， B 均为m n 矩阵，证明 ( ) ( ) ( )r A B r A r B   ； 

（2）设 A 是m n 矩阵， B 是n s 矩阵，证明  ( ) min ( ), ( )r AB r A r B . 
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第四章 线性方程组 

题型一  解的判定 

方法点拨： 

（一）齐次方程组有非零解的判定 

设 A 是m n 矩阵，齐次方程组 0Ax  有非零解的充分必要条件是  r A n . 

（二）非齐次方程组有解的判定 

设 A 是m n 矩阵，方程组 Ax b ，则 

   （1）有唯一解         ( A ) r ( A )r n   

   （2）有无穷多解       ( A ) r ( A )r n   

   （3）无解             ( A ) 1 r ( A )r    

                         b 不能由 A 的列向量线性表出 

 

【例】设齐次方程

2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x

 





  

  

  







的系数矩阵为 A .若存在 3 阶非零矩阵 B ，使得

AB O ，则【】 

（A） 2   且 0B  （B） 2   且 0B   

（C） 1  且 0B  （D） 1  且 0B   

【答案】D 

【参考过程】 

21 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 0 1 1 0 0 1

A

   

  

   

     
     

         
           

 

【例】非齐次线性方程组 Ax b 的系数矩阵4 5 阶矩阵，且 A 的行向量组线性无关，则下

列命题中错误的是【】 

（A）齐次线性方程组 0TA x  只有零解 
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（B）齐次线性方程组 0TA Ax  有非零解 

（C）任意列向量b ， Ax b 无穷多解 

（D）任意列向量b ，方程组 TA x b 有唯一解 

【答案】D 

题型二 求齐次线性方程组的通解 

方法点拨：重点在于基础解系的求法 

【例】设

1 2 3

0 1 2

1 1 3

A

 
 

  
  

，求方程组 * 0A x  的通解.  

 

【答案】 1 2

1 2

0 1

1 1

   
   

   
      

k k
，其中 1 2、k k

为任意常数
 

【例】设

1 2 1 2

0 1

1 0 1

A t t

t

 
 

  
 
 

，B 为 4 阶矩阵， ( ) 2r B  ，且 AB O ，求方程组 0Ax  的

通解.  

【答案】 1 2

1 0

1 1

1 0

0 1

   
   
    
   
   
   

k k
,其中 1 2、k k

为任意常数 

【参考过程】 

1 1 1 2 1 2 1 2

0 1 0 1

1 0 1 0 2 1 1

A t t t t

t t

   
   

    
        

2 2

1 2 1 2

0 1

0 0 (1 ) (1 )

t t

t t

 
 

  
       

 

【例】（2002）已知齐次线性方程组 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

0

n

n

n

n

ax bx bx bx

bx ax bx bx

bx bx ax bx

bx bx bx ax

    


    


    



    











 

其中 0a  ， 0b  ， 2n  . 讨论a 和b 为何值时，方程组只有零解，有无穷多解？ 

当方程组有无穷多解时，求出全部解. 

【答案】 

（1）当 a b 且
   1- 0  ， ，a n b A A n

方程只有零解. 

（2）当
 0 0  ， ， ＜ ，a b A A n

方程有无穷解，方程组的基础解系为 

1 ( 1, 1, 0, , 0)   T
， 2 ( 1, 0, 1, , 0)   T

 

1, ( 1, 0, 0, , 1)    T

n ，则方程组的全部解为 1 1 -1 -1... ,  n nk k 
其中 1 1, nk k

为任意常数. 

（ 3 ）当    1 - 0 0  ， ， ＜a n b A A n
方程有无穷解，方程组的基础解系为

(1, 1, , 1)  T
，则方程组的全部解为

k
，其中 k 为任意常数. 

【参考过程】 

(1 ) (1 ) 1 1 1

(1 ) 1 (1 ) 1 1

(1 ) 1 1 (1 ) 1

(1 ) 1 1 1 (1 )

(1 ) 1 1 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0

   1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 1 0 0 1

n b b b b n

b n b b b n

A b b n b b n

b b b n b n

n

    
   

    
     
   
   
       

  
 

  
   
 
 
    

 

 

 

       

 

 

 

 

       

 

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0
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题型三 求非齐次线性方程组的通解 

方法点拨： 

如 n 元线性方程组 Ax b 有解，设
1 2 r  、 、 、 是相应齐次方程组 0Ax  的基础解

系 ，
0 是 Ax b 的 某 个 已 知 解 ， 则

0 称 为 非 齐 次 方 程 组 Ax b 的 特 解 ，     

1 1 2 2 r rk k k   
0

ξ ξ 是 Ax b 的通解。 

【例】设 4 元线性方程组 bAx  ， 3)( Ar ，
1 2 3, ,   为其三个解.若

1 (1,1,1,1)T  ，

2 3 (2,3,4,5)T   ，则方程组的通解为. 

 

【答案】

1 0

1 1
,

1 2

1 3

k k

   
   
   
   
   
   

为常数  

【例】（2002，1，2，3）已知 4 阶方阵 ),,,( 4321 A ，
4321 ,,,  均为 4 维列向

量，其中
432 ,,  线性无关，

321 2   .若
4321   ，求线性方程组

Ax 的通解. 

【答案】 (1, 1, 1, 1) (1, 2, 1, 0)  T Tx k 其中 k 为任意常数 

【例】（2006）已知
1 2 3, ,   为非齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4 3 5 1

3 1

x x x x

x x x x

ax x x bx

    


    
    

 

3 个线性无关的解. 

（1）证明系数矩阵 A 的秩 ( ) 2r A  ； 

（2）求 ,a b的值及方程组的通解. 

【答案】a=2,b=-3 
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1 2

2 2 4

3 1 5

0 1 0

0 0 1

     
     
        
     
     
     

x k k
，其中 1 1, nk k

为任意常数. 

【参考过程】 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 3 5 1 0 1 1 5 0 1 1 5

1 3 0 1 3 0 0 4 2 4 5

A

a b a a b a a b a

     
     

            
               

 

1 1 1 1 1 1 0 2 4 2

4 3 5 1 1 0 1 1 5 3

2 1 3 3 1 0 0 0 0 0

A

    
   

        
      

 

【例】当
1 2

2 4
A

 
  
 

时，求所有的二阶矩阵 B ，使得 AB A . 

 

【答案】
1- 2 2 - 2 

  
 

B
 

 
，

其中 、  为任意常数 

题型四 公共解与同解 

方法点拨： 

（一）非零公共解充要条件 

方程组 0Ax  与 0Bx  有非零公共解 0
A

x
B

 
  

 
有非零解

A
r n

B

 
  

 
 

（二）同解充要条件 

方程组 0Ax  与 0Bx  同解  ( )
A

r A r r B
B

 
   

 
 

【例】设 A 为 n 阶矩阵，齐次线性方程组 0Ax  有两个线性无关的解，则【】 

（A） * 0A x  的解均为 0Ax  的解 

（B） 0Ax  的解均为 * 0A x  的解 

（C） 0Ax  与 * 0A x  无非零公共解 

（D） 0Ax  与 * 0A x  恰有一个非零公共解 
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【答案】B 

【例】（2003）设齐次线性方程组 0Ax 和 0Bx ，其中 A ， B 均为 nm 矩阵，以下 4

个命题正确的是【】 

（1）若 0Ax 的解均是 0Bx 的解，则 )()( BrAr  . 

（2）若 )()( BrAr  ，则 0Ax 的解均是 0Bx 的解. 

（3）若 0Ax 与 0Bx 同解，则 )()( BrAr  . 

（4）若 )()( BrAr  ，则 0Ax 与 0Bx 同解.                                        

（A）（1）（2）（B）（1）（3）（C）（2）（4）（D）（3）（4） 

【答案】B 

【例】（2007，1，2，3）设齐次线性方程组 

（I）















04

02

0

3

2

21

321

321

xaxx

axxx

xxx

 

与方程 

（Ⅱ）
12 321  axxx

 

有公共解，求a 的值及所有公共解. 

【参考过程】 

2 2

1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1 0

1 4 0 0 3 1 0

1 2 1 1 0 1 0 1

   
   

    
   
   

    

a a
A

a a

a a

 

1 1 1 0 1 1 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 ( 1)( 2) 0 0 0 1 1

0 0 1 1 0 0 0 ( 1)( 2)

   
   

     
      
   

      

a a

a a a a

a a a a

 

【答案】a=1 或 2 ,  

当 a=1，公共解为 (1, 0, 1) Tk ，其中 k 为任意常数 

当 a=2，有唯一公共解为

0

= 1

-1

 
 
 
 
 

2  
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第五章 特征值与特征向量 

题型一 特征值与特征向量的计算 

方法点拨： 

（1）对于抽象的矩阵，要根据特征值与特征向量的定义与其性质推导出特征值的取值。 

（2）对于具体的数字矩阵，应先根据特征方程 | | 0E A   求出矩阵 A 的全部特征值

1,2,...,i i n （ ），其中可能有重根。然后对每个不同的特征值
i ，分别解齐次方程组

  0 xAEi 。设   ii rAEr  ，如果求出方程组的基础解系（即矩阵 A 关于特征值
i

的线性无关的特征向量）
irn ,,, 21  ，则矩阵 A 属于 i 的全部特征向量为

ii rnrnkkk   2211 ，其中
irnkkk ,, 21 是不全为零的任意常数。 

【例】设

3 1 1

1 5 1

1 1 3

A

 
 

   
  

，求 A 的特征值. 

【答案】
1 2 32 3 6    ， ，  

【例】设

2 2 1

2 5 2

3 6 4

A

 
 

  
 
 

，求 *A 的特征值与特征向量. 

【答案】 

*A 的特征值为 1,9,9； 

1 1
时，

特征向量为

1

1

2

3

 
 

   
 
 ，所有特征向量为

1 1 1k (k 0)   

2 3 9  
时

特 征 向 量 为 2

2

1

0

 
 

   
 
 

， 3

1

0

1

 
 

   
 
 

， 所 有 特 征 向 量 为

2 2 3 3 2 3 0   不全为k k ( k , k ) 
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【例】设 A 是 n 阶矩阵， 2|| A ，若矩阵 EA  不可逆，则 *A 必有特征值（）. 

【答案】-2 

【例】 ,  为三维单位正交列向量， T TA    ，求 A 的特征值. 

【答案】1、-1、0 

【例】设 A ， B 是n 阶矩阵，证明 

（1） AB BA与 有相同的行列式； 

（2） AB BA与 有相同的特征值； 

（3） ( ) ( )tr AB tr BA . 

题型二 相似对角化的判定 

方法点拨： 

重点把握相似对角化的定义、充要条件及与对角矩阵相似的充分条件 

【例】（2004，1，2）设矩阵

1 2 3

1 4 3

1 5

A

a

 
 

   
 
 

的特征方程有一个二重根，求a 的值，并讨

论 A 是否可相似对角化. 

【参考过程】 

1 2 3

1 4 3

1 5

E A

a



 



 

  

  

 

 

1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 0 0 0

1 2 3 0 0 0

E A
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3 2 3 1 0 3

4 1 0 3 0 1 3

2 0 0 0
1 1

3

E A

 
   
   

     
  
   

 

 

 

【答案】 -2a  ，A 可以相似对角化。
2

-
3

a  ，A 不可相似对角化 

【例】（2004，3）设n 阶矩阵 

1

1

1

b b

b b
A

b b

 
 
 
 
 
 





  



 

（1）求 A 的特征值和特征向量； 

（2）求可逆矩阵 P ，使得 APP 1 为对角矩阵. 

【答案】 

（1）特征值 bn )1(11  ，对应特征向量为
1 1k ，其中

1 (1,1, ,1)   T 其中
1k 为任意

常数. 

特征值 bn  12   ，对应特征向量为
2 2 3 3      n nk k k ，其中

2 3, , nk k k 为

不全为零的任意常数，
2 (1, 1,0, ,0)    T ，

3 (1,0, 1, ,0)    T ， (1,0,0, , 1)   T

n
 

（2） 0b 时，
1 2[ ]    nP ；b=0 时，P 为任意 n 阶可逆矩阵 P。 

 

【例】（2014，1，2，3）证明n 阶矩阵

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 
 
 
 
 





  


.

与

0 0 1

0 0 2

0 0

B

n

 
 
 
 
 
 





  



相似. 

【答案】略 

【例】设 n 阶方阵 A 满足 2 3 2 0A A E   ，证明 A 可相似对角化. 

【答案】略 
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题型三 实对称矩阵 

 方法点拨： 

利用实对称矩阵对应于不同的特征值的特征向量相互正交来求特征向量.同时还要注意特征

值和特征向量的应用，如求矩阵的 n 次幂，已知特征值和特征向量反过来求原矩阵。 

 

【例】（2001）设矩阵

1 1

1 1

1 1

a

A a

a

 
 

  
 
 

，

1

1

2



 
 

  
  

，已知非齐次方程 Ax 有解但不唯

一，求 

（1） a ； 

（2）正交矩阵Q，使 AQQT 为对角矩阵. 

 

【参考过程】 

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0

1 1 2 0 1 1 2 0 0 ( 1)( 2) 2

a a a

A a a a a a

a a a a a a a

     
     

           
                   

1 1 2

1 2 1 ( 3)( 3) 0

2 1 1

E A



    



 

         

 

  

 

 

当
1 3  时， 

2 1 2 1 5 1

3 1 5 1 0 1 0

2 1 2 0 0 0

E A

    
   

       
      

 

 

当
2 3   时， 

4 1 2 1 1 1

3 1 1 1 0 1 2

2 1 4 0 0 0

E A

    
   

         
       

 

 

当
3 0  时， 
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1 1 2 1 1 2

1 2 1 0 1 1

2 1 1 0 0 0

A

     
   

        
       

 

 

【答案】 -2a  ， 

1 2 3

1 1 1

3 2 6

1 2
Q [ ] 0

3 6

1 1 1

3 2 6

 
 
 

 
   

 
 

 
 

e e e 且使

0

3

3

 
 


 
  

TQ AQ  

【例】（2006，1，2，3）设 3 阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3，向量 

1 2( 1,2, 1) , (0, 1,1)T T      是线性方程组 0Ax  的两个解. 

（1）求 A 的特征值与特征向量； 

（2）求正交矩阵Q，使得 TQ AQ  . 

【参考过程】 

2 1
1 1 2 2 1

1 1

1
( , ) 1

, 0
( , ) 2

1

 
    

 

 
 

     
 
   

【答案】 

（1）A 的特征值为 0,0,3.特征值 0 对应的特征向量为
1 1 2 2  k k （

1 2,k k 不全为 0）；特征

值 3 对应的特征向量为
3 1,1,1 （ ）T

 

（2）

1 1 1
- -

6 2 3

2 1
Q 0

6 3

1 1 1
-

6 2 3

 
 
 
 

  
 
 
 
 

0

0

3

 
 

 
 
  

 

 

【例】已知 A 是 3 阶实对称矩阵， ( ) 2r A  ，
1 (1, ,1)Ta  是特征值 3 的特征向量，

2 ( , 1,1)Ta a   是特征值－6 的特征向量，求矩阵 A . 



 

  第 25 页 

【答案】

2 1 4

1 1 1

4 1 2

  
 
  

   

 

【参考过程】 

1

1 1 1

3 3 31 1 1 3
1 1

  1 0 2 6 0
2 2

1 1 1 0
1 1 1

6 3 6

2 1 4

  1 1 1

4 1 2

A P P 
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第六章 二次型 

题型一 二次型化标准形 

方法点拨： 

化二次型为标准形的方法有： 

（1）用配方法化二次型为标准形（2）用正交变化法化二次型为标准形 

【例】（2002）已知二次型 

323121

2

3

2

2

2

1321 444)(),,( xxxxxxxxxaxxxf   

经正交变换可化为标准形 2

16yf  ，则a  . 

【答案】2 

【例】已知二次型
3121

2

3

2

2

2

1321 4255),,( xxxxxxxxxxf  ， 

（1）用正交变换把二次型化成标准形，并写出相应的正交矩阵Q ； 

（2）当 2xxT 时，求 ),,( 321 xxxf 的最大值. 

 

【答案】（1） 2 2

2 35 6y y  , （2） ),,( 321 xxxf 的最大值.为 12 

【参考过程】 

1 1 2 1 1 2

1 5 0 1 5 0

2 0 5 0 2( 5) 5

1 5 2

             1 5 0 ( 5)( 6) 0

0 0 5

E A

 

  

  



   



   

      

  

 

      



 

当 0 时， 

1 1 2 1 5 0

1 5 0 0 2 1

2 0 5 0 0 0

    
   
     
      

 

 

 

当 5 时， 
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000

210

001

002

001

214

 

 

 

 

当 6 时， 















 






















000

120

011

102

011

215

 

 

 

  2 2 2

1 2 3( ) 2T T T T Tx x Qy Qy y Q Qy y y y y y        

2 2 2 2 2

2 3 1 2 35 6 6( ) 12Tx Ax y y y y y     
 

 

【例】已知二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 2f x x x x x x x x x x ax x      通过正交变换

x Qy 化为标准形 2 2 2

1 2 33 3f y y by   ，求参数 ba, 及所用的正交变换. 

【答案】 2, 3a b    ；正交矩阵

1 1 1
- -

2 6 3

1 1 1
Q -

2 6 3

2 1
0

6 3

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

【参考过程】 

1 1 1 3 3 b     ，

1 2 2

| | 2 1 3 3

2 1

A a b

a

 

    



， 2, 3a b     

当 1 2= 3  时， 


































000

000

111

222

222

222

 

特征值为 1 2 ，
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当
3 3   时， 












































000

110

121

422

242

224

 

特征值为
3  

【例】（2010）已知二次型
1 2 3( , , ) Tf x x x x Ax 在正交变换 x Qy 下的标准形为 2 2

1 2y y ，

且Q的第 3 列为
2 2

( ,0, )
2 2

T
. 

（1）求矩阵 A ；
 

（2）证明 A E 为正定矩阵. 

 

【答案】 

1 1
0

2 2

0 1 0

1 1
0

2 2

A

 
 

 
  
 
 
 

 

 

题型二 合同的判定 

方法点拨： 

（1）合同的定义 

设 A 和 B 是 n 阶实对称矩阵，若有可逆矩阵 C，使 TB C AC ，则称矩阵 A 与 B 合同．记

作 A B 。 

（2）n 阶实对称矩阵 A 和 B 合同的充要条件为二次型 T Ax x与 T Bx x 有相同的正、负惯性

指数 

【例】设 A 是 n 阶实对称矩阵，下列与 A 合同的是（） 

（A） A E （B） A E （C） 3A A （D） 3A A  

【答案】D 

【例】设 A 是 3 阶实对称矩阵，将矩阵 A 的 1，2 两行互换后再 1，2 两列互换，得到矩阵B .

试判断 A 与 B 是否等价、相似、合同？ 

【答案】 A 与 B 等价、相似、合同 
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题型三 正定的判定 

方法点拨： 

（1）A 为数字矩阵，（i）先验证正定必要条件；（ii）若（i）满足则验证顺序主子式均大于

0 

（2）A 为抽象矩阵，（i）先证明 A 为实对称矩阵；（ii）由定义法或特征值法进行计算 

【例】下列矩阵中，正定矩阵是【】 

（A）

















 301

052

121

（B）

















624

293

431

（C）

















1073

752

321

（D）























210

152

022

 

【答案】D 

【例】（1999）设 A 为 nm 阶矩阵， E 为 n 阶单位矩阵，已知矩阵 AAEB T  ，试证

当 0 时，矩阵 B 为正定矩阵. 

【答案】略 

 


